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Repr ésentation des Nombres

Deux niveaux de valeur:
Vpp €t Vs — 1/0.
Représentation des
nombres en base 2.
Chiffre binaire = bit it de e Lot A ceuch
(binary digit). it ge poigstort agauche
Mot n-bits: nombre de(mOSt sonficanty

41: 101001

bits utilisés dans les Bit de poids faible & droite
opérateursd' un (least significant bit)
processeur.

Nombres Signés

Trouver unereprésentation . Mot = 4 bits.
qui affectepeulecolt des . Deux représentations de O:

circuitsdecalcul (tallle et — 0000
temps d’ exécution) — e 1000 e

4 i . epresentation non
représentation {ransparente.
transparente pour
principaux opérateurs
(addition). m 1004
lére solution: (M + 00 0 1

— Signe = bit de poidsfort.
— 0:>0, 1: <0.

-2 101 0




Nombres Signés

» 2eme solution:

— Opposé = -1 111 0(|(2 1101

complément @+ 000 1||l@ + 000 1
A=A

—A+(-A)=0. 00 11 1 1][¢) 11 1 0

— «Complément &

1».
+ Mot = 4 hits. 5 ' 010 1
« Deux représentations de 0:

— 0000 (0) 2 + 1 1 0 1

- 1111 (-0) =
« Toujourssigne = bit de @n) 100 10

poidsfort.
« Représentation non

transparente.

Nombres signées

01 ... 7 -7 -6 ... 101 ... 7 -7 ... -1 0
| | | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I I
01 - 78 9 141516 2223 29 30

Complément a 1 = convention:

- 0<X<7: Xcp=X

— -7<X<0: Xep =X +15{ = Xcp 1715-[X|[=1111-X XX, Xg=(1-X3) (1-X;

(l-)(l) (1—)(0):(1;]’T} { CPLT I I 372 1)(0 ( 3) ( 2)

x>0, y>0: s pasde dépassement, x+y < 7 et Xcp 1+Y cp 1=
X+Y.
X>0,y<0: Xep1tYepr=X+y+15

— x+y <0: résultat dans[0;15]

— x+y > 0: résultat valide mais dans [16;22] (sur 5 bits)
e x<0,y<0:s pasde dépassement, -7 < X+y et Xop 1+Y cp 1 = 30
+ X +y = résultat valide mais dans [23;30] (5 bits

= Résultat addition en complément & 1 obtenu par Z =
(Xcpurt Yepir) modulo 15.

Nombres Signés

« Représentation non transparente. Impact sur le
circuit ?
» Revenir sur 4 bits (mot du processeur)
—Résultat 30> 27> 15 - sur5bits: 123,27, 7, et 232,
z,2,# 1111,
—Zmod 15 = (10000 + z32,2,Z;) mod 15=(15+ 1+
232,72, 2y) mod 15 = (1 + 32,7, ;) mod 15
= 1+2,2,2)7
= Addition de laretenue, soit deux étapes ou deux
circuits d’addition, pour une seule opération
d addition.




Nombres Signés

0 3 eeeen 7 -8 -7.... 2-10 3 .

— —— —— 1

0 3 78 9 v 14 1516 9

+ 3&me solution: 5 ' 0 10 1
— Convention modifiée: X 1= X + 16.

— Raisonnement similaire et (2 + 1 1 1 0
Z=(Xcp 1+ Yep 1) Modulo 16.

— Modulo 16 < conserver les 4 bitsde 19 1o 1 1
poids faible [ﬁ—]

- Pasde surcot pour lecircuit. '3—6
— 15éme valeur (8 - 1000): Ao
* soit +8, soit -8: 3 N\Od
« fixéea-8 car bit poidsfort =1 = — Complément a 2 (n bits):
neg,allf. o nloX <ol
— Opposé: y=-X, 0<X < 7: Ycpr=-X+16 . virgulefixesur nbits:
=1+15-x=1+x X=Xn.1,Xp 2Xn 3+ Xo
-0=0mais-(-8) =-8 Opposé: -x + 16

= Xp1Xn X3 Xt 10,00...0
= X1 Xy Xnge X+ 2.00...0

Codage BCD

* Principales utilisations des
calculateurs: calcul scientifique et
gestion — calculs en base 10.

+ Codage BCD (Binary Coded Sl
Decimal). 0 0000
* Codage sur 4 bits des chiffres0 a9 ; =
— stockage des nombres décimavix 3 0011
dans des registres 32-hits généraux. = ae
+ Opérateurs dédiés. g gﬁg
 Facilite les entrées/sorties 8 1000
(périphériques utilisant un 9 1001

chiffre/octet; 4 premiers bits: 0000
pour +, 1111 pour -).

Codage des Caracteres

* Représentation (et format d’ échange) des caractéres.

« Standardisation en 1968; IBM garde un format propriétaire
(EBCDIC: Extended Binary Coded Decimal Interchange Code
qui est une extension de BCD).

« ASCII (American Sandard Code for Information Interchange)

— codage sur 7 bits,

— ASCII convient pour Anglais, Latin et quelques autres langues sans
caractére spécial; ensuite 8eme bit utilisé pour extensions internationales
mais pas de standard,

— 1S0-646-*: internationalisation de ASCII (Américain: 1SO-646-US ou US
ASCII) sur 8 bits, puis | SO-8859-1 sur 8 bits également.

« Aujourd hui: Unicode (Universal Character Set; UCS ou ISO-
10646):

— proposé pour I'internationalisation du HTML et de tous les protocoles
Internet.

— début Unicode=US-ASCI| puis caractéres internationaux, sur 16 bits;
extension possible.

* http://mww.iso.ch/




Hexadécimal

* Plus unereprésentation qu’un codage.

 Permet d’ exprimer une suite binaire de fagon
compacte.

» Base16.

Décimal | Binaire | Hexadécimal

* Un chiffrebinaire = 4 bits. : : 3

9 1001 9

10 1010 A

Exemple: 11 1011 B
210,904

11010010, ,,, 12 1100 c

D246 4 x 13 1101 D

14 1110 E

15 1111 F

Représentation des Nombres Réels
» Codage sur n hits:

— Enentier: de0a2"-1.
— Représentation décimale a -
virgulefixe (positionfixe ~ * 32 bits:

delavirgule). — Virgulefixe:
» Représentation avirgule + Intervalle de valeurs: au

plus0a2%-1.
— Virgule flottante:
« 1 hit de signe, 8 bits pour E,

flottante (floating-point):
— Mx2E; M=Mantisse,

E=Exposant. 23 bits pour M.
— Intervalle nettement « Intervalle desvaleurs:
supérieur avirgule fixe. environ de 212 321127,
— Représentation normalisée
(IEEE 754).

Problemes de la Representation des Nombres
Réds
* Nombrefini de valeurs
= les calculs sont nécessairement arrondis

= erreurs d' arrondis; erreurs de précision

+00 q

Z — converge
|




Normalisation de

Signe s

la Representation des

Nombres Réds

‘ Exposant e

Fraction f

« Normalisation (IEEE
754)
— Améliorer la

« Ordre signe-mantisse-exposant:
— Ordre lexicographique pour
nombres positifs = comparaison
facilitée.
— Exemple (f sur 4 bits, e sur 4 bits):
+ 1,10x22— 01001 1000
+ 1,01x2*— 01011 0100
Emin< e-Emax < Emax:
— 1 «implicite» pour que mantisse >

— nombres normalisés.

s L, Nombre [ . 7
précision/stabilité des debits |TalledefTalledee Ey, | Eny
résultats et la portabilité Smple | 23 . .
des programmes. récision
— Représentation alafois | poye | 52 11 | -1022 | +1023
destrés grands nombres  [précision
et des tres petits
nombres.
Norme | EEE 754
* Exposant: o . £ Nombre
— Biaisg e & représenté
— Non biaisé e-E,, Bl 0 0 .
— Intérét: ordre lexicographique = Eppl 70 | (L)x0f x 25mn
comparaison facilitée. Sur 4 bits: B <En - |(C1)xf x 2eEmad
« biais = 7; -1-0110, 11000 Eptl 0 +0
« complément a2: -1—1111, 2
o E_+1 0 NaN

2 représentations de O:
— 0" (s=0) et 0 (s=1).

— 0*: tousleshitsa0

— Lanorme impose que le

test 0*=0" soit vrai.

Infini:

+o0 (5=0)

-0 (s=1)

Normel

e e=E,-1, f+0:
— Nombres dénor malisés.

— Nombresinférieurs a1.0 x 2Emin

peuvent étre représentés

— Underflow graduel: limiter les

erreurs d’ arrondi avec les petits

nombres.
— Exemple (Mantisse = 4 bits):
* A=1,0010 x 2Emin  B=1,0001 x 2Emin
« Normalement A-B résultat non
représenté, donc 0, or A#B.
« Avec nombres dénormalisés: A-
B=0,0001 x 2€min
— Exemple:
« Explorer I espace des valeurs d'une

fonction f dont les caractéristiques
sont inconnues.

EEE 754

: ; Nombre
&E'W ! représenté
Eprl 0 +0
Encl #0 | (-1)0.f x 2Emin

Enns  <Erm - (1)Lt x 2eEmad
Epntl 0 +0
E +1 #0 NaN
* NaN (Not a Number):

ey g o=

— Evite uneinterruption du
programme (doit étre
gérée et dépend de
I’ environnement).

— Si une des variables est
NaN, la sortie est
toujours NaN.




Exceptions
o Par défaut, continuer dans + En casd exception, choix

arithmétique étendue: possible entre:
1_ — Interrompre le programme
— =400 . X
o (gestion exception par
I" environnement logiciel).
i =0 — L’utilisateur gére I'erreur dans le
— 00 programme (des drapeaux

signalent les exceptions).
— Continuer le calcul.

+00X(~00) =~ + Exceptions:
4+ 00 —00 = NaN

(+00) + (+00) = +00

Drapeau Reésultat
0, £x_. ., nombre
9 Nan Underflow dénor malisé
Overflow hon[ e
Oxo = NaN Division par 0 o0
Résultat NaN et NaN
F(...,NaN,...)=NaN opérandes # NaN
Inexact Résultat arrondi

Dépassemert de capacité - NaN

Quelques Exemples

¢ Nombre
Normalisé: i S enresnts |

E 1 0 0

2 -1)0f

s feo (-1)°x [1+ 3120 J x2Em| Bt | s0 | (DO

= . [ (ot

EneS  SEm L
Et1 0 o
* 32hits. E _+1 0 NaN

« A=1 10000010 00110000000000000000000
— s=1(-), e=130-127=3, f=23+2=0,125+0,0625
— A=-1,1875x22=-9,5

« A=111111111 00110000000000000000000
— =255 - e-E,=E . *1, 20
— A=NaN

« A= 100000000 00110000000000000000000
- s1(-),e=0 - eE,=E; -1, =0,1875
— A=-0,1875 x 2'1%6 (dénormalisé).

Arrondis

* Pour chague valeur d’ exposant, distance double
entre valeurs de mantisse.

» Mais, erreur relative constante.
» Exemple: =2 bits, e=3 hits.

| N
[T 1 \
0

22 21 oo
\_Y_)
Nombres 1,11x2*

Dénormalisés




Arrondis

4 types d arrondi fournis par lanorme:
— Vers0
— Vers+m
— Vers-o
— Auplusprés

Théoriguement, on peut sélectionner le mode d' arrondi,

mais choix souvent imposé dans |es langages.

Arrondi exact sur les opérations éémentaires (+,-,x,/\):
— Résultat = arrondi (calcul effectué avec une précision infinie).
— Pour obtenir ce résultat, modes étendus non accessibles a

I"utilisateur:
« 32 hits, simple précision: e>11, f>32, >6 octets.
« 64 bits, double précision: e>64, f>15, >10 octets.

L’ arrondi exact n' est pas encore garanti pour les

fonctions élémentaires (sin, cos,...)

Multiplication Flottante

« Multiplication entiére des
mantisses (en paralléle):

« f=3bits, e=4 bits. - Déclqrme)x:ter f,etf, (bit 1
R implicite):
+ Ixls . 21,110, ,=1,111
¥;= -7 —-1,110x22 — 1 1001 110 + 14=11,010010 sur 8 bits,
%= 15— 1,111x23— 0 1010 111 _ Normaliser:
e s=s s, * Reveniral,...
* Addition des exposants: * Incrémenter exposant de-1.
* e+e,—E. . chaque exposant : fd_l_'1010010 R
contient un biais; aprés addition, — Arrondir (au plus prés):
iI_fgui donc en soustraire un * Résultat: 1,b,b,b,
biais (-Ey)- + 11010010 — bits d arrondi
— e=1100 soit 5 (biais=7 sur 4 . =101
bits; addition sur 5 bits). ,
¢ Résultat:
+ 11101101

« Soit -104 (perte de précision)

Précision des Calculs

» Lanorme n’ apporte pas de garantie sur la
précision de séquences de calcul.

XZ o X—+00, F—+w,
F= « Pour x grand, X3 devient +w, donc F devient 0.

/1+ X3 « Lorsgue X2 devient +o, F devient NaN.
« Pas de distinction entre « et dépassement de capacité.

« Un test dont une opérande est NaN est faux sauf pour I’ égalité.
= a>b et a< bnesont pas exactement contraires.

(-10111x2* +1,0111x2*) +1,1000% 27

_ -3
=11000x2 « L’ addition n' est pas associative.
-1,0111x2* +(1,0111x 2* +1,1000% 2~) + Absorption aprés décalage.

=-10111x2* +1,0111x2* =0




Interprétation desErreursd’ Arrondi

« i=100000
- S= 010000010 10000010111010000010110
- li= 001101110 01001111100010110101100

« Aligner les exposants:
« 10000010-01101110 = 20; décalage de 20 bits a droite de la mantisse

+ Addition +arrondi ™ 5000010111010000010110
+0,00000000000000000001010
. 122100000 1,10000010111010000100000
_ s 010000010 11101100111010101111100 (15,403683)
- 1= 001101001 11111111010011100011111

« Aligner les exposants:
+ 10000010-01101001 = 25; décalage de 25 bits a droite dela mantisse
« Addition + arrondi

1,1101100111010101111100
+0,00000000000000000000000
1,1101100111010101111100




